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Nilai maksimum atau minimum suatu fungsi pada umumnya ditentukan dengan menggunakan metode 
turunan. Alwis (2004) menggunakan pertidaksamaan aritmetika-geometri untuk menentukan nilai maksimum 
atau minimum dari suatu fungsi yang terdiri dari dua macam faktor dengan bentuk umum 
                   dan                 dengan  ,   dan   adalah bilangan bulat positif. 
Junus (2006) melakukan pengembangan dari penelitian Alwis dengan menggunakan fungsi dengan bentuk 
umum                     dengan  ,   dan   adalah bilangan bulat positif. Alwis dan Junus hanya 
menerapkan metode pertidaksamaan aritmetika-geometri pada suku banyak atau fungsi dengan pangkat 
bulat positif. Oleh karena itu, dalam penelitian ini dibahas mengenai penerapan metode pertidaksamaan 
aritmetika-geometri pada fungsi dengan pangkat bulat. Fungsi yang dibahas adalah fungsi dengan bentuk 
umum                    dan fungsi-fungsi yang telah dibahas oleh Alwis dan Junus. 
 




     Nilai maksimum atau minimum adalah nilai terbesar atau nilai terkecil dari suatu fungsi. Nilai 
terbesar disebut dengan nilai maksimum sedangkan nilai terkecil disebut dengan nilai minimum. 
Beberapa jenis fungsi memiliki nilai maksimum atau minimum pada suatu interval. Nilai maksimum 
atau minimum dari fungsi dapat ditentukan dengan menggunakan beberapa metode. Dalam jurnal 
yang berjudul “Maximizing or Minimizing Polynomials Using Algebraic Inequalities”,  [1] 
menjelaskan tentang cara menentukan nilai maksimum atau minimum dengan menggunakan metode 
pertidaksamaan aritmetika-geometri pada suku banyak berbentuk               dan       
    dengan  , , , ∈ℝ dan  , , ∈ℕ. Sedangkan di dalam jurnal yang berjudul “Menentukan Nilai 
Ekstrem Suku Banyak Tertentu Dengan Pertidaksamaan Rata-rata”, [2] melakukan pengembangan 
dari penelitian [1] pada suku banyak berbentuk                dengan      ∈ ℝ dan      ∈
ℕ. Dalam penelitian  mereka, dibahas tentang suku banyak, yang artinya fungsi yang dibahas hanya 
fungsi dengan variabel berpangkat bilangan bulat positif. Oleh karena itulah dalam penelitian ini 
dilakukan pengembangan lebih lanjut tentang bagaimana menerapkan metode pertidaksamaan 
aritmetika-geometri dalam menentukan nilai maksimum atau minimum dari fungsi dengan pangkat 
bulat negatif. 
 Tujuan penelitian adalah menentukan nilai maksimum atau minimum lokal dari fungsi-fungsi 
dengan bentuk umum                   ,                ,                
   , dan   =           dengan  , , , ∈ℕ,  , , ∈ℝ menggunakan metode pertidaksamaan 
aritmetika-geometri. 
 Penelitian ini dibatasi pada fungsi dengan variabel berpangkat bilangan bulat yang sudah berbentuk 
faktor. Interval yang digunakan yaitu nilai-nilai   pada selang terbuka diantara dua titik potong atau 
titik singgung fungsi pada sumbu  . 
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    Langkah pertama dalam penelitian ini adalah membentuk barisan dari faktor-faktor fungsi tersebut 
yang dikalikan dengan skalar atau dipangkatkan dengan bilangan bulat positif sedemikian sehingga 
rata-rata aritmatikanya tidak memuat peubah. Tiap anggota barisan harus memenuhi syarat positif, 
dengan demikian dapat ditentukan interval dari fungsi tersebut yang memuat nilai maksimum atau 
minimum. Kemudian rata-rata geometrinya dikembalikan ke bentuk awal fungsi tersebut. Tiap-tiap 
anggota barisan yang sudah dibentuk harus memenuhi kesamaan agar dicapai nilai maksimum atau 
minimumnya. Dengan memenuhi kesamaan, maka akan didapat nilai   pada titik maksimum atau 
minimum. Nilai maksimum atau minimum yang telah diperoleh juga dicari dengan menggunakan 
metode turunan untuk membandingkan hasil yang diperoleh.  
     Pertidaksamaan aritmetika-geometri menyatakan bahwa rata-rata aritmetika lebih besar atau sama 
dengan rata-rata geometri. 
Teorema 2.1. [3] Untuk setiap bilangan              dan  ∈ ℕ, berlaku 
          
 
         
 
 
          
 
 dilambangkan dengan   yaitu rata-rata aritmatika dan         
 
 dilambangkan dengan 
  yaitu rata-rata geometri. 
2. Fungsi dengan bentuk                    
     Fungsi dengan bentuk ini memiliki dua titik potong atau titik singgung dengan sumbu  , yaitu 
    dan    . Untuk menggunakan pertidaksamaan aritmetika-geometri dalam mencari nilai 
maksimum atau minimum dari fungsi ini, terlebih dahulu dibentuk barisan bilangan-bilangan positif 
yang berasal dari faktor-faktor              . Untuk mendapatkan nilai rata-rata aritmatika 




terlebih dahulu. Dengan demikian diperoleh barisan bilangan  
 
 
      sebanyak   suku dan 




        dan        , sehingga syarat positifnya adalah     dan    . Jadi, hasil 
yang didapat berlaku untuk nilai-nilai   dalam interval      . Kemudian agar dipenuhi nilai kesamaan 
pada pertidaksamaan aritmetika-geometri, maka barisan bilangan tersebut harus bernilai sama satu 




           
  
     
   
 
 Karena nilai   berada di dalam interval      , maka nilai maksimum atau minimum dapat dipenuhi 
dalam interval tersebut. 
 Langkah berikutnya yaitu mencari nilai rata-rata aritmatika dan rata-rata geometri dari barisan 
bilangan yang telah dibentuk agar diperoleh pertidaksamaan aritmetika-geometri. 
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sehingga diperoleh pertidaksamaan aritmetika-geometri 
       
   





            
   
 
  
       
   
 
   





             
Jika   bernilai genap, maka 
         
   
   
 
   
      
 Jadi, fungsi                    memiliki nilai maksimum di dalam interval       yaitu 
         
   
   
 
   
 untuk nilai   genap. Dengan langkah yang sama, maka diperoleh fungsi 
                   memiliki nilai minimum di dalam interval       yaitu 
         
   
   
 
   
 untuk nilai   ganjil. 
Dengan menggunakan metode turunan, diperoleh 
                                         
                                  
Syarat untuk mendapatkan nilai maksimum atau minimum pada suatu fungsi yaitu        , maka 
ada tiga kemungkinan yaitu    ,     dan   
     
   
. 
 Karena   dan   tidak termasuk dalam interval, maka nilai   yang digunakan yaitu   
     
   
. 
Sehingga nilai maksimum atau minimum dari fungsi tersebut yaitu: 
   
     
   
      
     
   
 
 
   
     




   
           




           




          
   
   
 
   
.  
Jadi nilai maksimum atau minimum lokal dari fungsi                     adalah 
          
   
   
 
   
. 
 Untuk menentukan jenis nilai maksimum atau minimum tersebut, digunakan uji turunan kedua. 
                                            
                                                      
Kemudian, nilai dari   
     
   
 disubstitusikan ke fungsi turunan kedua. Jika nilai dari 
    
     
   
   , maka nilai maksimum atau minimum yang diperoleh merupakan nilai minimum. 
Jika     
     
   
   , maka nilai yang diperoleh merupakan nilai  maksimum. 
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3. Fungsi dengan bentuk                  
     Untuk mendapatkan nilai rata-rata aritmatika yang tidak mengandung variabel   dari fungsi ini, 
terlebih dahulu fungsi tersebut dipangkatkan dengan  , menjadi              . Kemudian 
masing-masing faktor dari    dikalikan dengan  
  
 




   sebanyak   suku dan        sebanyak    suku, dengan syarat positif  
  
 
     dan 
        . Maka syarat positifnya adalah     dan     
 
. Jadi, nilai maksimum atau minimum 




Rata-rata aritmatika yang dibentuk: 
  
 
   
  
 




           
      
                                             
       






            
    
 
             
    
 
   
    
 




   
 
        
    





           
    
 
Maka pertidaksamaan aritmetika-geometri yang diperoleh: 






   
    
 
     
            






   
    
 
     
      
 Jadi, fungsi                 memiliki nilai maksimum di dalam interval      
 
  yaitu 






   
    
 
     
. Untuk kasus kedua, yaitu jika   
   , langkah-langkah penentuan nilai 
maksimum atau minimum serupa dengan kasus pertama. Jika dicari dengan metode turunan, akan 
diperoleh hasil yang sama. 
4. Fungsi dengan bentuk                      
     Barisan bilangan positif yang didapat dari faktor-faktor fungsi ini adalah  
 
 
       sebanyak   
suku dan        sebanyak   suku. Dengan demikian diperoleh rata-rata aritmatika yang tidak 
mengandung variabel  . Syarat positifnya 
 
 
         dan         . 




       
 
 
         
 
 
      
                             
      
                              
      






               
   
               
   
 
      
   
 
Rata-rata geometri yang dibentuk: 
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Maka pertidaksamaan aritmetika-geometri yang didapat yaitu: 
      
   





              
   
 
  
      
   
 
   





               







      
   
 
   
      
Jika   ganjil, 






      
   
 
   
      
Dengan demikian, fungsi                     memiliki nilai maksimum dalam interval 
   
    
 






      
   
 
   






      
   
 
   
 adalah 
nilai minimum dari fungsi tersebut. Hasil yang sama dapat diperoleh dengan menggunakan metode 
turunan. 
5. Fungsi dengan bentuk                     
 Faktor-faktor dari fungsi                     dapat memenuhi syarat positif yaitu dengan 
terlebih dahulu mengalikan       dengan 
 
 
, dan mengalikan tiap faktor       dengan   . 
Sehingga barisan bilangan positif yang dibentuk adalah        sebanyak   suku, 
 
 
      
sebanyak   suku. 
Rata-rata aritmatika yang dibentuk yaitu: 
  
                                            




      
 
 
        
 
 
     
                      
      
 
   
 
 
         
 
 
     
   
 
            
   
 
     
   
 
 
Rata-rata geometri yang diperoleh: 





      
 
   





      
   
 
Pertidaksamaan aritmetika-geometri yang diperoleh yaitu: 
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6. PENUTUP 
Kesimpulan dalam penelitian ini adalah: 
1. Fungsi dengan bentuk umum                    memiliki nilai minimum lokal di 
dalam interval       yaitu          
   
   
 
   
 untuk nilai   ganjil. Tapi jika nilai   genap, 
maka          
   
   
 
   
 merupakan nilai maksimum lokal dari fungsi tersebut. 
2. Fungsi dengan bentuk umum                 memliki nilai maksimum lokal dalam 
interval      
 






   
    
 
     
. 
3. Fungsi dengan bentuk umum                     memiliki nilai maksimum lokal 
dalam interval    
    
 






      
   
 
   







      
   
 
   
 adalah nilai minimum lokal dari fungsi tersebut. 







   
     
 
   
 jika   genap. Tapi jika   ganjil, maka fungsi tersebut mempunyai nilai 
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